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摘要 采用啮合原理与弹性力学复变 函数相结合的方法
,

借助计算机对抛物线齿同步带传动强度

理论进行了系统研究
,

并将整个计算过程编制成 R H E( ; R A P H 软件
。

利用该软件进行了带齿和轮齿及

刀具齿形设计
、

啮合原理分析
、

应力和变形计算
、

刀具可加工最小齿数的确定及加工误差分布计算
。

关键词 抛物线齿同步带
,

计算机辅助设计
,

复变 函数法

同步带传动是机械传动中一种崭新的传

动形式
,

它的优点和特性已逐步被人们瓜熟

悉
。

从 80 年代后期开始
,

在国内外的机械传

动中
,

同步带传动的应用呈不断上升态势
,

且

在某些场合有取代齿轮传动和链传动的趋

势 [`
,
Z j

。

由于同步带传动是通过带与带轮的啮合

传递运动和动力的
,

因此齿形设计一直是国

内外学者研究的主要课题之一
。

在其它条件

相同时
,

正确的齿形可使同步带传动具有更

高的承载能力和寿命
。

但正确的齿形不仅应

满足正确啮合的条件
,

且其受力和应力状态

亦应均匀合理
,

因此
,

探索一种计算精度更高

的带齿变形及应力计算方法也是 至关重要

的
。

然而正确合理的齿形是否能够达到理论

分析的效果
,

与带轮的加工精度是紧密相关

的
,

而带轮的加工大多是由滚刀滚切完成的
,

所以滚刀齿形设计是否合理
,

所加工的带轮

误差是否在允许的范围之内
,

也直接影响着

同步带传动性能的发挥
。

由此可见
,

长寿命
、

高承载能力的同步带传动
,

是齿形设计
、

啮合

原理及运动学分析
、

变形及应力计算
、

滚刀齿

形设计及加工误差分析等众多因素综合优化

效果的体现
。

本文 旨在以抛物线齿 同步带为

例
,

借助计算机将同步带传动的系统性研究

编制于计算软件 R H LK} R A P H 之中
,

以实现
J

决捷
、

精确的设计目的
。

计算框图如下
:
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1 基本原理和方法

L l 复变函数法

复变函数法由 iH or on 首先应用于计算

一半平面域带有一凸起齿状的物体内任一点

处的应力和位移
,

它利用保角映射函数将凸

起对称齿状映射到另一半平面域内
,

如图 1

所示
。

同步带 由于带基强力层不易变形
,

故可

视带齿为一半平面域上一凸起物
,

且邻齿对

其应力变形没有影响
。
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图 l 抛物线带齿映射函数

当一集中载荷 W 施加于
z ~ x 十妙 平面

齿廓上 Z 。

点时
,

解析函数 抓z)
,

沪(z )表示为

抓 z ) -
W

e `
月

2兀
10 9 ( z 一 z 。

) + 沪
’

( z ) ( 1 )

沪( )z 一
W

e 一 `月

2沉
10 9 ( z 一 z 。

) +
W

e `
月

2沉

Z 。

Z 一 Z 。
+ 沪

’

( )z ( 2 )

式中厂 ( )z
,

沪
`

( z) 是全纯解析函数
,

W 是作

用在齿廓边界上
z 。

点处的载荷
。

抓 z)
,

沪( z)

为半平面带有齿状凸起域函数
,

将其转换成

一半平面域内夸一泞+ 匆解析函数
。

必须通过

保角映射函数实现
,

映射函数形式为

` 一 w (如 一 c夸+ 习
反在

宁一 i b* ( 3 )

这里
。 , a * ,

b*

是常数
,

我们通过定义沿半

平 面域边界对应参数 t 来表示齿状齿廓 (沿

半平面域边界 甲= O
,

泞= t )
,

将 ( 3 ) 代人 ( l )
,

( 2 )
,

则解析函数重写为

W
e ,

月

2 兀
10 9 (夸一 泞

。
) 一 习

口泛

杏一 ib*

尹( i b*
)

。 `
( ib *

)
( 4 )

W
e 一 ,夕

2兀
10 9 (夸一 泞

。
) 一

刃 (匀

W
`

(泞)尹
(杏) +

一一一一如如抓抓

客
歹宁砚

.

尹 ( 一 i b *
)

W
`

(一 ib
;

)
( 5 )

式中倒(必
*
) 一 x *

一妙
* ,

尹(一汤
*

) 一 x ;

十 ly
*

的计算参见文献图
。

将上式代人 K ol os
s
vo 公

式即可得出应力和位移计算式

式 ( 6) 一 (8 ) 中成 为切 向应力
,

氏 为法向

应力
,

U 为 x 方向位移
,

V 为 y 方向位移
, ,

为泊松比
。

映射函数曲线轮廓取决于
` , a * ,

瓦 及轮

廓参数 t
,

而齿廓方程可 以沿齿廓 ! 写成多项

式组合形式闭
,

组合式 中每一项都有一个特

殊形式
,

它们叠加在一起时
,

就形成一个完整

的映射齿形
,

使它更精确地近似带齿的齿形
。

C P M 法计算结果的准确度就取决于 映射函

数与实际带齿间的映射精度
。

1
.

2 运动分析方法

为提高带与轮在完全啮合区域的承载能

力
,

忽略带与轮传动间形成的多边形效应
,

使

带齿与轮齿在传动中的运动关系近似为齿条

与齿轮间的啮合传动
。

保证带与轮在传动中

不产生传动干涉
,

必须有下列条件成立
:

( l) 带轮齿槽齿廓应包容与带齿共扼 的

轮齿齿廓
;

( 2) 与带轮齿槽共扼的计算带齿齿廓应

包容设计带齿齿廓
。

由设计带齿与轮齿的齿形
,

分别求出与

之共扼的共扼齿廓
,

再根据不产生干涉 的啮

合条件
,

确定带齿与轮齿的齿形参数和侧隙
。

坐标变换关系如图 2 所示
。 。 :

为带轮中

心
, r :

为节圆半径
,

P 为节点
,

M 为 3 个坐标

系中空 间一点
,

L 为 叽 所对应 的弧长
,

定坐

标系 ( x
,

P
,
y ) 以 P 为原点

,

动坐标系 x(
1 , 。 , ,

y l
)与带固联

,

动坐标系 x(
: , 。 : ,

y :
)与带轮固

联
,

且 x
,

x l

轴重合
,

带与轮间共扼坐标转换

关系为
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一
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分别为
z。

和 z
齿数带轮齿廓坐标

,

石为
z 。

齿

廓上
r ,

点处法向单位矢量
,

则
z
齿数带轮云

处齿形误差为

占( z 。 , z ) = (牙
,

一
二 ;

)
·

五 (一3 )

齿廓最大误差为

侃 ( z 。 , z ) = M a x
[ (不

、
一 r :

)
·

元〕 ( 1 4 )

令与带共扼的轮与齿数为
z
的标准带轮

间最小侧隙为 △ (动
,

与带共扼带轮与有齿形

误差的齿数为
z
的带轮最小侧隙为 乙 ( z 。 ,

2 1

)
,

则误差不影响啮合传动的条件为

公 ( z 。 , z ) 一 乙 ( z ) ) 0 ( 1 5 )
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与轮齿共扼的啮合条件
:

乳 ~ 7t / 2 一 ( y + 必)

e o s沪 = ( x Z e o s y + 夕 Z s i n y ) / r Z

与带齿共扼的啮合条件
:

乳 一 ( x 、
+ ly gt y l

) /八

( 1 1 )

式中 x l ,
y l

为带齿廓点坐标
,
x : ,

为

齿廓点坐标
。

( 1 2 )

为轮

ooo 一 尸尸

图 2 坐标变换关系

1
.

3 误差分析

模具
、

带轮的加工通常用滚刀进行
。

由啮

合原理可知
,

同一节距某一齿数的模具与带

轮对应一确定的滚刀
,

但这样既不经济又不

便于管理
。

用一种刀具加工不同齿数的轮必

定要产生齿形误差
,

影响传动质量
。

本文从啮

合原理出发
,

分析 由加工形成误差的带轮与

带作传动时误差对啮合传动的影响
,

并由此

确定在一定允差条件下刀具可加工的齿数范

围
,

以确定刀具可加工的最小齿数及最小齿

数内刀具的设计方法
。

标准带轮齿数为
z 。 ,

由 ( 9) 和 ( 1 1 ) 式即可

确定刀具齿廓
,

并由 ( 1 0) 和 ( 1 2) 式可计算齿

数
z
的带轮齿廓

。

令
: ,

一 ( x ` ,
y 、

)
,

矛一 `
, ,

夕
`
)

2 计算机实现的功能

将求解过程编制成 R H E心R A P H 程序
。

该软件是由主程序和可直接调用的三个模块

组成
。

软件具有齿形 (带
、

带轮及刀具的齿

形 )设计
、

传动的啮合原理及运动学分析
、

应

力和变形计算
、

刀具可加工最小齿数的确定

及产生的制造误差分析等功能
,

计算结果输

出采取数值计算结果与图形相结合的模式
。

程序的执行顺序如下
:

( 1) 带齿与轮齿齿形的初始设计

初始设计采用键盘和图形模式来实现
。

通过键盘输人参数
,

可以随意修改屏幕上带

与轮齿齿形图形
,

修改结束后初始设计完成
。

( 2) 用 c P M 法对带齿进行强度计算

带是由模具硫化成型而得
,

带齿工作齿

廓由齿顶到齿根
,

齿廓上点坐标根据坐标轴

o(
,

王
,

夕)来确定
。

由于齿形的对称性
,

映射函

数 y 轴与带齿 夕轴相重合
,

移动 x 轴与保角

映射一致 ( y ~ o
,

x ~ 二 )
,

移动方法在程序中

已设定
。

映射函数是 由多组曲线叠加而成
,

本程

序采用 P o w e ll 法确定映射系
,

但 P o w e ll 法初

始叠代点的确定将直接影响收敛精度和时

间
。

本程序采用数值和图形显示模式
,

并通过

键盘调整多项式系数
,

以确定初始叠代点
。

在齿形逼近过程中
,

为确保两个齿廓间
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距最小
,

选用 合适 的优化方法是最重要 的
。

P o w el l 法是适合于这一过程的
。

根据抛物线

同步带齿形特点
,

两齿廓间距最小
,

间距
u
采

用分段最小平方函数来表示
。

。 一

矗如
,

( 、
,

一
,

, 2 +

命艺 W
, (为 一 夕

, ) ’

j 一 l 少~ 价广 l

式中 王
, ,

x ,

分别是在夕
,
一 y ,

时齿廓与映射函

数上的坐标值
;
夕

, ,
y ,

分别是在 牙
,
一 x ,

时齿

廓与映射函数的坐标值
;
常数 M 表示齿廓上

选取的点数
;
W

,
为安全系数

,

以强调特殊齿

廓的重要性
,

本文中在齿廓下 2/ 3 处 W
,
一 2

。

映射函数确定后
,

即可以计算带齿应力
。

为便于计算结果的比较
,

在距齿根 y 一 H 处

施加以单位齿宽载荷
,

夕角为常数
。

并利用黄

金分割法来确定齿廓上最大弯曲应力值及对

应齿廓上危险截面点的坐标 x(
,

必
。

( 3) 对带与轮进行传动运动分析

利用啮合原理对带与轮进行啮合传动分

析
,

分析结果以图形模式输出
,

以显示带和与

轮共扼的带
、

轮和与带共扼的轮齿齿廓
,

或以

曲线形式显示它们之间侧隙分布
,

用于分析

和比较传动啮合条件
。

带齿与轮齿齿形参数的确定是一个重复

设计过程
。

利用强度计算和啮合传动分析来

确定最终带齿与轮齿的齿形
。

( 4) 刀具设计及带轮误差计算与分析

通常带的模具和带轮靠滚刀滚切而成
,

在带与轮齿形确定后给定带与轮的齿数
,

本

软件即可以图形和坐标形式输出滚刀的结构

参数
,

又 可以输出用来加工带的模具和带轮

的滚刀齿廓齿形和坐标
。

为了便于分析计算结果的误差
,

计算结

果采用曲线形式输出
。

利用曲线可分析带轮

齿数为
z 。

时设计的滚刀加工齿数 ( az
, z 、 ) 间

带轮形成的最大误差分布规律及 乙 ( z0
,

z) 一

△ (z )分布规律
,

并可确定加工模具和带轮不

产生切齿的最小齿数及加工最小齿数内带轮

时滚刀的设计方法
,

还可确定在给定允差条

件下刀具的可加工齿数范围
。

3 应用举例

在进行带齿参数初选后
,

确定齿形角
a

一 73
。 ,

74
。 ,

75
“

三组参数进行强度和啮合运动

分析
。

在计算中为便于结果比较
,

取 W一 I N

·

m m 一 , ,

月= 一 1 5 0
0

(注
:

图 1 中尹一 3 0
0 ,

但若

取 月一 30
。

代人算式
,

应力和位移的计算结果

总会出现一个
“

负
”

号
,

为使计算结果与实际

相一致
,

取 月一 30
“

的补角月- 一 1 50
。

代人
,

这

样计算结果不变
,

且
“

负
”
号变

“

正
”

号 )
,

H (载

荷 w 作用的位置与齿根的垂直距离 ) -

.3 s m m
。

在利用 P o w ell 法进行映射系数计算

中
,

目标函数中点数 M 一 82
。

C P M 法带齿强度计算结果如图 3 所示
。

a = 7 3

x = 2
.

9 2 8 6 m m
, 夕 = 0

.

s l 4 5m m
,
L Y L = 0

.

7 9 7 7 N
·

x = 一 2
.

9 3 2 l m m
, 夕 = 0

.

5 1 0 6m m 八乍乙 - 一 1
.

1 4 19 N

.

东
` 了 .’:. 冬)十

a = 7 4

x = 2
.

9 4 7 8
mm

, 少~ 0
.

5 0 8 6m m
,

L Y L = 0
.

7 9 14 N
,

x - 一 2
.

9 5 0 3 m m
·

夕“ 0
.

5 0 5 9 m m
,

y Y L = 一 1
.

1 3 4 5N

a 一 7 5

了 = 2
.

9 6 4 l m m
, 夕一 0

.

5 0 4 0 m m
,

L Y L = 0
.

77 7 4 N
,

x 一 一 2
.

9 6 5o m m
, 少 = 0

.

5 0 3 0 m m 八7 乙~ 一 1
.

1 2 15 N

图 3 带齿受载 w 一 I N
·

m m 一 , ,

月- 一 1 5 00 时的

带齿弯曲应力分布
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图中应力分布中受载侧为拉应 力 (五 y L)分

布
,

另侧为压应力 ( y T 乙 )分布
,

最大拉压应力

值及坐标位置如图 3 所示
,

且随
a
增大拉压

应力最大值减小
。

利用啮合原理计算的运动啮合条件如图

4 所示
。

从图中可以看出
,

设计带轮与计算带

轮 (与带共扼轮 )齿形
a 一 74

。

时运动啮合状态

最好
。

综合应力计算结果
,

选择
a一 74

“

时的带

与轮参数的设计齿廓
。

取带齿数为 1 53
,

轮齿数为 46
,

用键盘输

人齿数后就可以设计滚刀
。

图 5 为模具和带

轮滚刀的齿形图
。

图 6 所示 为 由齿数
z 。

设计滚刀来加工

带轮所形成的误差分布曲线
。

显然
,

加工齿数

范围大
,

则误差也大
。

由误差分布及对传动的

影响得出
:

设计滚 刀齿数 娜 ) 4 。 时
,

若用来

加工齿数
z
( 40 轮则对传动有影响

。

模具与

带轮最小齿数分别为银 一 23
,

姗 一 2 1
,

小于

最小齿数轮的加工采用负变位刀具设计法
。

变位量及可加工齿数如附表所示
。

用弹性模量 E 一 l o N
·

m m 一“ ,

泊松比
岁

一 .0 5 的 C R 设计的带齿在载荷作用下的变

形如图 7 所示
。

为便于分析
,

齿廓变形量放大

了 1
.

5 倍
。

从变形图可 以看出
,

主要变形发生

在齿顶部
,

而且变形量较大
,

这是由于 E 值

小的缘故
。

亡
一 7 3

。

模具滚刀齿形

a
一 7 4

0

带轮滚刀齿形

图 s 模具与带轮滚刀的齿形图

嗽嗽二二
日已
卜

(茶OC)翎叫

图 4 设计带轮与计算带轮 (与带

共辘带轮 )啮合关系

2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0

带轮齿数 ( z )

图 6 最大误差分布

1一 2 0一 2 0 :
2一

2 0 一 4 0 ; 3一
之。 = 6 0 ; 4一

z c 一 8 0
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附裹

变位量 乙

变位 t与加工最小齿数的关系

最小齿数
z妞 最小齿数

z轮

: :
0

.

6

0
.

8

1
.

0

2 2
.

0 842

2 0
.

0 12 5

1 8
。

4 706

6 1
.

49 3 1

5 1
.

1 7 87

3 1
.

5 0 7 8

2 0
.

4 49 2

1 8
.

4 72 2

6 1
.

49 3 1

14
.

2 3 5 1

145 0 0 1

一 0
.

29 9 n m r环
’

=IN
·

mn l一 ;

步带与带轮设计是复杂
、

重复的求解过程
,

利

用计算机编 程求解
,

可使求解更准确
、

更迅

速
。

( 2) 带齿强度计算中
,

对解映射函数系数

采用分段 目标 函数
,

提高 了映射精度
。

用

C P M 法 进行带 的应 力和变 形计算 比 F E M

法所占内存更少
,

求解过程更简便
。

( 3 ) R H L K多R A P H 软件具有 系统性和完

整性
,

适合于工程设计与应用
。

一 15 0
0

图 7 带齿顶受集中载荷时的带齿变形

4 结论

( 1) 基于强度计算和啮合运动分析的同
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